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1. EINLEITUNG UND SATZ 
In frtiheren Arbeiten [7-91 habe ich fur spezielle Klassen reiner 
algebraischer Zahlkorper explizit Grundeinheiten angegeben. In dieser 
Arbeit werden die genannten Ergebnisse auf erheblich groBere Klassen 
solcher Zahlkiirper ausgedehnt. Die Verallgemeinerung wurde moglich, 
nachdem ich bemerkt hatte, da13 eine von Bernstein und Hasse [l] 
gefundene Einheitenformel, auf der die frtiheren Resultate beruhen, 
such noch unter einer wesentlich schwiicheren Bedingung, als in [I] 
angegeben, Einheiten des Kijrpers liefert. 
Es seien n, d, und D natiirliche Zahlen mit n 2 2 und 
d ] pDn falls 12 = pr (p Primzahl), d 1 Dn sonst 
derart, dal3 
w = (D” -l d)l/* 
eine (reelle) algebraische Irrationalitlt n-ten Grades ist. Fiir k 1 n sei 
dann ist nach Halter-Koch und Stender [4] 
{51, I k E N, k I n, k Z 11 (2) 
ein System von unabhangigen Einheiten des reinen algebraischen 
Zahlkiirpers K = Q(w). 
Nun stimmt der Einheitenrang von K genau ftir n = 2,3,4 und 6 
mit der Anzahl der Teiler k # 1 von n iiberein. Fiir diese Falle untersuche 
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ich die Frage, unter welchen Bedingungen durch (2) Grundeinheiten- 
systeme von K angegeben werden. Dabei gentigt es, d ohne n-te Primzahl- 
potenzen anztmehmen und damit von der Teilbarkeitsbedingung d 1 pDn-1 
bzw. d 1 gn-l auszugehen; denn n-te Potenzen in d k&men aus dem 
Ausdruck a = D” & d eliminiert werden, ohne die Struktur von a zu 
Pndern. Fur n = 2 ordnen sich die K&per denen bei Degert [3] unter. 
In den anderen Fallen ergibt sich folgender 
SATZ 
(I) n = 3. Es sei a = 03 f d mit d 1 3D2; a kubenfrei wad o = &i. 
Dann ist 
dd-- fiir d=l, 
E, = 
w---D 
d 
* (w - 0)” 
fiir d > 1 l 
die Grundeinheit von K = Q(w), abgesehen von 
(D, d) = (3, 11, (292)s (1, 3) im Plusfal2 (a = 28, 10, 4), 
(D, d) = (2,4), (2, 6), (5925) im Minusfali (a = 4, 2, 10). 
Bei (D, d) = (2,4) ist n = c, in den iibrigen Fallen n = dFa die 
Grundeinheit von K. Fur den K&per K = Q($‘Z) (a = 2 oder 4) erhalt 
man durch D = d = 1 im PIusfall die Grundeinheit 11 = & . 
(II) n = 4. Es sei a = D4 & d mit d ] 203; p4 f d (p Primzahl), 
afd quadratfrei im Falle d 1 D3 und 2ald quadratfrei im Falle d ) 2D3, w = $&i. 
Dann bilden die Einheiten 
falls d # 1 ein Quadrat ist, 
(w -! 0)” 
sonst, 
(3) 
ein Grundeinheitensystem volt K = Q(w), abgesehen volt (D, d) = (2,4) 
im Plusfall (a = 20) und (D, d) = (2,4), (2,8) im Minusfall (a = 12, 8). 
Fiir a = 8 und 12 erzeugen .$Z , t4 eine Untergruppe vom Index 4, fiir 
a = 20 eine Untergruppe vom Index 3 in der Einheitengruppe von K. 
1 Das obere Vorzeichen bezieht sich auf den Plusfall (a = D” + d), das untere auf 
den Minusfall (a = D” - d), so da13 die & positiv norrniert sind. 
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(III) n = 6. Es sei a = Dg & d mit d 1 DS; ps T d 
quadratfrei, w = %i. Dann bilden die Einheiten 
(p Primzahl), a/d 
r , w+D r co3 - D3 
52 = IIt w--D’ 53 = (w - D)3 ’ 
f-J-- W-D 
fur d=l, 
fi 
’ (w - D)3 
falls d # 1 ein Quadrat ist, 
5, = i 
cw “;aj2 falls d # 1 ein Kubus ist, 
(w ” D)6 
sonst, 
(4) 
ein Grundeinheitensystem von K = Q(w), abgesehen von (D, d) = (2, 16) 
im Plusfall (a = 80) und (D, d) = (2, 32) im Minusfall (a = 32). Fiir 
a = 80 bzw. 32 erzeugen t2, t3, E,, nur eine Untergruppe vom Index 12 
bzw. 6 in der Einheitengruppe von K. 
Der Beweis des Satzes erfolgt in den nachfolgenden Abschnitten. 
Fur die van Bernstein und Hasse [l] stammende schiirfere Teilbarkeits- 
bedingung d / pD bzw. d 1 D habe ich die Aussagen des Satzes in [7-91 
schon bewiesen; bei n = 4 und 6 war dort zusatzlich noch a als quadratfrei 
vorausgesezt worden. Die Aussage des Satzes fur n = 3 hat kiirzlich 
Rudman [6] nach der Methode in [7] bewiesen; Bernstein [2] hatte zuvor 
mehrere Teilergebnisse erzielt, jedoch einige AusnahmeEille nicht erwahnt. 
Damit kann ich mich beim Beweis des Satzes auf die Falle n = 4 und 6 
beschranken und stets d > 1 voraussetzen. Methodisch gehe ich wie in 
meinen Arbeiten [8, 91 vor. 
2. BEWEIS DES SATZES 
Es sei 
A. Der biquadratische Zahlkiirper 
a=D4-&d mit dl 2D3, d > 1, p4 Y d (p Primzahl). 
Abgesehen von dem Fall, daB d gerade und D ungerade ist, gilt stets d 1 Ds; 
in diesem Fall sol1 von nun an a/d quadratfrei sein. Dann ist wegen 
(a/d, d) = 1 die Zahl a nicht durch vierte Primzahlpotenzen teilbar. 
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1st d gerade und D ungerade, also d 1 2D3 und d f 03, d.h. d = 2d 
mit d’ ungerade und d’ 1 Da, so sei 2u/d = a/d’ quadratfrei. Dann ist 
wegen (2u/d, d> = 1 such hier a biquadratfrei. 
(i) Zur Beweismethode 
Nach dem in [8] angegebenen Verfahren hat man beim Beweis des 
Satzes folgende Schritte auszufiihren: 
(a) Bestimmung der Grundeinheit 7, > 1 des reell-quadratischen 
Teilkorpcrs & von K. 
(b) Angabe einer Einheit E > 1 in K mit der Relativnorm 
(c) Bestimmung der kleinsten Einheit E,, > 1 aus K mit NKIKa(~J = 1. 
(d) Entscheidung, ob K ein K&per von erster oder von zweiter Art ist. 
(e) Angabe eines Grundeinheitensystems von K mit Hilfe von [8, 
Satz 11. 
(ii) Beweis 
Zuniichst wird der Fall d 1 Ds behandelt. 
Zu (a). Es sei 
a = d(D4d-l f 1) = fgW, 
wobei f, g und h natiirliche, quadratfreie und paarweise teilerfremde 
Zahlen sind. Setzt man andererseits (eindeutig) an 
d=dd2d3 12 39 
wobei such dl , d, und d, natiirhche, quadratfreie und paarweise teiler- 
fremde Zahlen sind, so gilt 
f = dl(Pd-1 f 1) = dl 5, 
g = 4, 
h = d3, 
denn u/d ist quadratfrei und (a/d, d) = 1. 
Der reel&quadratische Teilkorper K, = Q(v’@) mit dem quadratfreien 
Kern 
fh=D,2id,,, wobei d, 1 D, (D, = D2/d2ds, do = d,d,), 
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hat dann nach Degert [3] die Grundeinheit 
1 
rt da o2 - Da 
fur d = dz2, 
7?2 = 
(co” f D2)2 sonst, 
abgesehen von (D, d) = (2,4) im Plusfall (a = 20,fh = 5) und (D, d) = 
(2, 8) im Minusfall (a = 8, f/r = 2). Die beiden Ausnahmefille seien 
im folgenden ausgeschlossen. 
ZU (b). Fur die Einheit [, = &(o + D)/(w - D) gilt NRIK,([,) = 1. 
2% (c). 
HILFSSATZ 1. Ftir a # 12 ist E,, = t2. (Fiir a = 12, (D, d) = (2,4) 
im Minusfall, gilt t2 = eo4 mit Ed = $(l + w  + w2/2).) 
Beweis. Fiir D = 2 und 3 entnimmt man der Tabelle bei Ljunggren [5], 
da13 auBer bei a = 12 stets q, = ,!J2 ist und bei a = 12 q, = q gilt. 
Nun sei fiir D > 4 
4, = GJ7 mit r 22 
angenommen. Hierin hat q, die Darstellung 
Eg = k-1(x, + XlW + x,4 + x@) 
mit ti = w2/d2d3, G = 03/d&32; alle xi ganzrational; k = 1,2 oder 4. 
Es sol1 jetzt x3 = 0 gezeigt werden, was nach [8], Hilfssatz 1 nicht sein 
kann . 
Fiir den Koeffizienten x3 hat man nach [8], (3) und (4) die Abschatzung 
1x31 <-5$$3+ VTJ, 
und hier ist wie in [8] 
im Plusfall, 
im Minusfall. 
a. Plusfull. Es gilt 
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Wegen D < w, d,daa < D2 und d,ds2/2/a = (ddd#12 < ~~ erhiilt man 
I x3 I < $ (+- + (#‘). 
Hiernach ist 1 x, I -=c 1 oder 
I 
k = 1 ab D 3 4 (schon ab D > 2), 
x, = 0 fiir k=2 ab 035, 
k = 4 ab D >, 14. 
Bei ungeradem D istfh $ 1 mod 4, also k = 1 (Ljunggren [5]) und damit 
x, = 0. Dasselbe gilt fur gerades D, wenn such dI oder d3 gerade sind. 
Bei geradem D, aber ungeradem d3 ist d3 < D/2 (d,ds2 G D2/2) und 
dann ab D >, 8 schon x3 = 0; such fur D = 4 (d = 4) errechnet man 
x, = 0. Der Fall (D, d) = (6, IOS), wo k = 4 ist, mu8 gesondert behandelt 
werden; hier schatzt man die xi mit Hilfe von [8], (3) und (4) ab und 
zeigt die Unliisbarkeit des aus N K,Kz(~o) = 1 resultierenden diophantischen 
Gleichungssystems. 
b. Minusfall. Es gilt 
und hierin ist 
d,d,z D2 D3 
3- 
3 
d <3~<3w45,-l 
und 
l/d 
Damit wird 
x3 = 0 
In den iibrigen Fallen 
Zu (d). 
I 
k=l ab D>4, 
fiir k=2 ab 036, 
k = 4 ab D > 15. 
zeigt man ahnlich wie im Plusfall, da13 x, = 0 ist. 
HILFSSATZ 2. Die K&per K sind alle von erster Art. 
Beweis. Es gentigt nach [8], Bemerkung zu Satz 1, zu zeigen, da13 
(q;‘[&” nicht zu K gehiirt. Fiir H = dza bedeutet dies, da8 fi nicht 
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zu K gehiirt, und dies ist offensichtlich richtig. Ftir d # dt2 hat man 
nachzuweisen, da13 eine Gleichung der Form 
D = d& = aa 
mit (Y = .$(w” + 02), 5 Einheit in K, nicht moglich ist. 
Setzt man 01 = ip(x,, + X+J + X,W + x$)), alle xi ganzrational, dann 
ergibt sich einerseits wegen ~11 = &w” + 02) 
Ws2 I x3 ; 
andererseits folgt aus 1 -=c /I < 8 w4 im Piusfall (bzw. < 8D4 im Minusfall) 
und 1 /3(j) / < d ftirj = 1, 2, 3 mit Hilfe der Abschatzung (3) in [8] 
I x3 I < &G2, 
so daD x3 = 0 ist. Der BeweisschluB verlluft dann wie in [S], Beweis 
zu Hilfssatz 4, wobei man hier noch die Teilbarkeitseigenschaft d2d3 1 x2 
zu beachten hat. 
Bei der Behandlung des Falles d 1 2D3, D ungerade und d = 2d 
(d’ ungerade) ist dl = 2d,’ (d,’ ungerade) zu setzen. In der eindeutigen 
Zerlegung a = fg2h3 wird dann wegen (2a/d, d) = 1 
f = d;(2D4d-l f 2) = g dl’, g = 4, h = d3. 
Hiernach hat fh die Form 
fh = Do2 & d,, mit do I 20, (do = d,d, , D, = D2/d2d3) 
und die Grundeinheit y2 > 1 von K, = Q(dp) nach Degert [3] die 
Gestalt 
r/2 = (W2 d 02)” - 
Wie vorhin beweist man sodann, da13 E,, = f2 = &(w + D)/(w - D) ist. 
Hier kommt vereinfachend hinzu, da13 stets fh = 3 mod 4 und somit nach 
Ljunggren [5] k = 1 ist. Analog verlauft ebenfalls der Nachweis, dal3 K 
immer von erster Art ist. 
ZU (e). Gem&B [S], Satz 1 bilden 172 und t2 ein Grundeinheitensystem 
von K. Aus der Darstellung 
(4 = pi2 
fur d = d22, 
sonst, 
folgt dann, dal3 such tz und t4 eine Einheitenbasis der Korpers bilden. 
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Hinsichtlich der genannten Ausnahmefglle gilt die 
Bemerkung. a = 8: K ist von zweiter Art; & und a sind Grund- 
einheiten von K; tZ und & erzeugen eine Untergruppe vom Index 4. 
a = 12: v,+ und qs sind Grundeinheiten von K, &, und &, = Q& erzeugen 
eine Untergruppe vom Index 4. a = 20: Q = &(l + d/5) und t2 sind 
Grundeinheiten von K, 5, und &, = n:& erzeugen eine Untergruppe 
vom Index 3. 
Damit sind die Aussagen des Satzes fiir n = 4 bewiesen. 
Es sei 
B. Der bikubische Zahlkiirper 
a=D6&d d I D5, d> 1, p6 7 d (P prim), a/d quadratfrei. 
Wegen (a/d, d) = 1 ist dann a nicht durch sechste Primzahlpotenzen 
teilbar. 
(i) Zur Beweismethode 
Nach [9], $1, Abschnitt II, 8 verliiuft der Beweis des Satzes in folgenden 
Schritten: 
(a) Bestimmung der Grundeinheiten Q > 1 und Q > 1 des reell- 
quadratischen Teilkorpers K, und des (reinen) kubischen Teilkorpers 
K3 von K. 
(b) Bestimmung einer Einheit E > 1 in K mit den Relativnormen 
&K,W = 1 und &,&> = &l* 
(c) Bestimmung der kleinsten Einheit l 1 > 1 mit den obigen 
Relativnormeigenschaften. 
(d) Entscheidung, zu welcher Klasse die K&per K gehiiren. 
(e) Angabe eines Grundeinheitensystems nach [9], SItze 1 bis 4. 
(ii) Beweis 
Zu (a). Es sei 
a = d(DW1 f. 1) = fgsh3, 
wobei f, g und h quadratfreie nattirliche Zahlen sind mit cf g) = 1. 
Man setze ferner 
d= ddad3d4d6 12 3 4 59 
wobei such die di quadratfreie nattirliche Zahlen sind mit (di , d9) = 1 
ftiri#j, 1 <i,j<5. 
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Weil a/d quadratfrei und (u/d, d) = 1 ist, gilt dann 
f = dld4(DW1 f 1) = dld4;, g = 44 , h = d3d4d5 
Es sei c2 der gri%te in d quadratisch aufgehende Faktor, c2 = d2d3(d4d5)2. 
1st nun K2 = Q( v’G) der reell-quadratische Teilkiirper von K, dann hat 
hierin der quadratfreie Kern a, die Gestalt 
a2 = a/cz2 = D2 f ii mit 2 [ D (B = D3/c2 , ii = d/cz2). 
Nach Degert 131 erhalt man die Grundeinheit q2 von K, in der Form 
i c2 w3 - D3 fiir d = c22 (d = d2da4), 
72 = 
(w” f D3)” 
sonst, 
abgesehen von (D, d) = (2, 16) im Plusfall (a = 80, a, = 5) und 
(D, d) = (2, 32) im Minusfall (a = 32, a2 = 2). 
Es ist h der grogte kubische Faktor in d. 1st dann K3 = Q(j%J der 
kubische Teilkdrper von K, so hat hierin die kubenfreie Zahl a3 die Gestalt 
a3=fg2=D&-2 mit d 1 D2 (fi = D2//z, d = d/h3). 
Nach (I) des Satzes erhalt man die Grundeinheit 73 von K, in der Form 
f 4 co2 - Da fur d = h3 (A = d3”) 
7?3 = 
’ (w2 “’ 033 sonst, 
abgesehen von (D, d) = (2, 16) im Plusfall (a, = 10) und (D, d) = (2, 32) 
im Minusfall (a, = 4). Die genannten Ausnahmefalle seien im folgenden 
ausgeschlossen. 
ZU (b). Es gilt fur die Einheiten (4): 
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Hiernach erhalt man eine Einheit E > 1 mit NKIx,(E) = NK,~,(E) = 1 durch 
(5) 
Man erkennt leicht, dai3 E in allen Fallen die Form hat 
E = 1. (w + a3GJ3 - D3Y 
d (0 - 0)” - 
ZU (c). Zur Bestimmung von or beniitigt man zunlichst folgenden 
HILFSSATZ 3. Es sei E eine (nichttriviale) Einheit in K mit NKIIc,(e) = 1 
und NKIK,(~) = & 1, und es sei 
1 
( 
0.3 aJ3 co5 E&J=6 x,+x,w+x,~+x,~+x,w4+~~- 
gha gh2 ) 
mit ganzrationalen xi , 0 < i < 5. Dann gilt 
(0 f.2 I x0. Aus fg E 0 mod 3 folgt x0 = 0 mod 9. 
(ii) Es kann nicht x0 = xg = 0 sein. 
Beweis. Die Aussage (i) ist eine unmittelbare Folgerung aus [9], 
erste Gleichung in (1.7); man beachte nur, da13 fg quadratfrei ist und 
bei fg = 0 mod 3 wegen fg2 + f I mod 9 alle xi = 0 mod 3 sind. Es sei 
jetzt x,, = x, = 0. Dann hat das System (1.7) in [9] die Gestalt 
2x,x, = xS2gh, (6) 
xazf & 36h = x12h, (7) 
2x,x,h = xz2. (8) 
Wegen NKIK,(~~) = w3 gilt zusatzlich 
3x,x,x&h - 3x,“x,h - xz3g = x:jI (9) 
Man sieht zuniichst leicht, da8 die Gleichungen zusammen nur bestehen 
kiinnen, wenn alle xI # 0 sind. Kombiniert man nun die Gleichungen 
(7) und (8) mit (9), dann erhalt man 
8xlzx,h - xz3g = &72x4h. w-9 
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Aus (8) und (6) erhiilt man schliel3Iich 8xr2x,h = xz3g und damit aus (IO) 
den Widerspruch 72x& = 0. 
Ftir die Einheit E aus (5) gilt jetzt 
HILFSSATZ 4. Es ist l I = l . 
Beweis. Nach [9] ist zu zeigen, daD E = c17 mit r 3 2 unmiiglich ist. 
Zunachst erkennt man auf Grund der Darstellungen (5), daf3 r nicht 
durch 2 oder 3 teilbar ist, da sonst 4G oder ?& in K lagen. Damit 
kann nur r = 1 oder r > 5 sein. Nun ist 
,,w=; x,+x,w+x,~+x,~+x,W4+x~- ( oJ5 gh2 gh2 1 
mit ganzrationalen xi und xi E 0 mod 3 bei fg2 f * 1 mod 9, 0 < i < 5. 
Im folgenden wird nachgewiesen, dal3 aus r 3 5 folgt x,, = xg = 0, 
was nach Hilfssatz 3, (ii) nicht sein kann. 
Es ist nach [9, (1.6)] 
Ixil -y&A, O<i<5, 
mit 
A = & + 2(1 ~(~1 1)lj5 + 3 
und 
k, = kl = 1, kz = k, = h, k, = k, 
und wegen der Normeigenschaften von E gilt hierin 
j E(4) 1 = VT. 
= gh2; 
Analog wie in [9] erhllt man fiir E folgende Abschltzung 
698 
2433 - 
l<E< 
DBd2 im Plusfall, 
D18 
2439 - wed2 
im Minusfall. 
a. Plusfall. Hier ist 
A < (??.$r” + 2 (223Dc wa)1’5 + 3. 
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Wegen gh2 = d,da2dd2db3 < (dsds)1/5 (gh2 < o”), d,d < D5 (d < D5) und 
D < w  erhalt man 
Damit wird 
fiir D > 5 
ffir D 2 2;, 
also 
I 
0, rtl, 32 fiir D>,5 mit fg2=flmod9, 
x5 = 
0 fiir 
I 
Da5 mit fg2+&-lmod9, 
D > 22. 
Weiter ist I x,, I < wA = fg( ghs/w5) A < fg( gh2D/05) A < fg(gh2/w4) A, 
also 
fiir D > 5, 
fiir D > 22. 
Nach Hilfssatz 3, (i) ist daher 
I 0, ItIfs, Ik2fg 
fiir D > 5 mit fg2 = f 1 mod 9, 
XQ = 
0 
f..r 
I 
D>,5 mit fg2fflmod9, 
D > 22. 
Es bleiben noch die Fglle 0 < D Q 4 und 5 < D < 21 mit fg2 = f 1 
mod 9 zu untersuchen. 
b. Minusfall. Hier ist 
A < ( 297 )lj5 + 2 (223 $; DQ)‘/5 + 3. 
Wegen gh2 < (d3ds)‘15 ( gh2 < P) und dsd Q OS (d < D5) gilt 
Ix51 <$A <$& mit B5= (~)“‘+2(~)1”+$. 
Beachtet man, da13 
(11) 
1 1 
< 
02 1 
D2(D ’ ’ - 1) 08D 7 D*(D - 1) 
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ist, dann ergibt sich leicht 
fur D > 6, 
fiir D > 23 (12) 
(fur D = 6 hat man hierbei jedoch D4/w4 individuell nach oben 
abzuschi%zen). Hiernach ist 
I 0, rtl, 32 fiir D 3 2 23. 6 mit fga = fl mod 9, 
x5 = 
0 fiir 
I 
026 mit fg2f ilmod9, 
Weiter gilt 1 x,, 1 < fg( gh2/w5) A, und wegen h/w < D/w ist wie in (11) 
1x01 a$~5 <fgDB,. D-l 
Demnach folgt nach (12) 
’ xo ’ < 13$ 
fiir D > 6, 
fur D > 23 
(hierbei muI3 im Fall D = 6 wieder individuell hD4/w5 < 3 abgeschtitzt 
werden). Damit wird nach Hilfssatz 3, (i) 
I 0, &fs, zi.% 
fiir 036 mit fg2=flmod9, 
x0 = 
0 
f..r 
I 
D > 6 mit fg2 + fl mod 9, 
D 2 23. 
Es bleiben noch die Fiille 2 < D < 4 und 6 < D < 22 mit fg2 = i-1 
mod 9 zu untersuchen (fur D = 5 ist a/d nicht quadratfrei). 
Die Behandlung der noch ausstehenden Fglle sol1 hier nicht im 
einzelnen durchgeftihrt werden. Method&h geht man wie oben vor, 
benutzt im Einzelfall jedoch schiirfere Abschiitzungen fur gh2 (oder ftir d&) 
und zus&zliche Teilbarkeitsbedingungen fur x0 und xg , die sich aus [9, 
(1.7)] herleiten lassen. 
Fur 2 < D < 4 sind im Plusfall (P) d = 4,32; 9,81; 16,32 und im 
Minusfall (M) d = 4,8; 27,243; 4,8, 16 zu behandeln. 
Fiir 5 < D < 22 mit der Zusatzbedingung fg2 = f 1 mod 9 sind die 
folgenden 61 Fzlle zu untersuchen2: 
D=5,d=25(P).D=6,d=8,27,216(P);d=27,216(M).D=8, 
d = 16 (I’). D = 9, d = 27 (M). D = 10, d = 16,25, 160,250,2500, 
p Numerische Rechmmgen grGI3eren Umfanges wurden iiber die Datenstation IBM 
3780 des Mathematischen Instituts der Universitit zu Kiiln an der IBM 370/165 der 
Kemforschungsanlage Jiilich durchgeftihrt. 
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25000 (P); d = 20,200,2000,3125 (M). D = 11, d = 14641 (P). D = 12, 
d = 8 (P); d = 8,27,216 (M). D = 13, d = 169,371293 (P). D = 14, 
d = 16, 196,2401, 5488, 67228 (P); d = 56, 1568, 19208, 537824 (M). 
D = 15, d = 125 (P); d = 27,3375 (M). D = 16, d = 16 (P). D = 18, 
d = 8,27,216 (P) und (M). D = 20, d = 16,25,160,250,2500,25000 (P); 
d = 20,200,2000, 3125,200OO (M). D = 21, d = 9261 (P); d = 27,343 
(ill). D = 22, d = 3872, 21296, 117128 (M). 
In allen FBllen liil3t sich x,, = xg = 0 nachweisen. 
ZU (d). Die Relativnormen von & und & zeigen, da13 die K&per K 
stets zur Klasse I gehiiren [9, Abschnitt II, 31. 
ZU (e). Gemgl3 [9], Satz 1 und Satz 1’ ergibt sich folgendes Grund- 
einheitensystem von K: 
Nun ist 
I, = El52 fiir d = cs2, 4, = +$ fiir d = da3 
und 
/ 
El~23c3 fur d = c22, 
66 = crlt2C3 fur d = ds3, 
q1 5,” 532 sonst. 
Hieraus ersieht man, dab such 8, , 6 und 5, ein Grundeinheitensystem 
von K bilden. 
AbschlieDend werden die eingangs ausgeschlossenen Sonderf&lle 
behandelt. 
Bemerkung: a = 80, (D, d) = (2, 16) im Plusfall. Es ist 
K2 = Q(d) mit q2 = It-V5 2 =w, 
wobei q2* = c2 w3-D3 ' 
K3=Q(m) mit q3=k(23+ll$+5$)=a, 
Dann gilt abweichend von friiher 
wobei q3* = (& _d D2)8 - 
EINJ! FORMEL FiiR GRUNDEINHEITEN 249 
Demnach ist E = &r/is eine Einheit mit NK,R~(E) = NKIK~(E) = 1; es ist 
E = fi, wobei E* = &3$-z = &2~~-1. Man errechnet 
El = (E*)w 
= (d-Q&y2 (~,ca = ; (10 + w  - 02 + $ + $ + $)). 
Es zeigt sich weiter, daD K zur Klasse IV gehiirt und demnach [9, Satz 41 
q , y2 und y3 ein Grundeinheitensystem des Kijrpers sind. Nun ist 
62 = fl%22Y 53 = E16773, (6 = Q67123r/3 3 
so da13 diese Einheiten nur eine Untergruppe vom Index 12 erzeugen. 
Jedoch kiinnen f3 oder [, an die Stelle von q3 treten. 
a = 32, (D, d) = (2, 32) im Minusfull. Es ist 
K2 = Q(&) mit q2 = 1 + d2 = d\/r12* mit y2* = d/(w3 - P)2, 
K3 = Q(a) mit q3 = 1 + y/z = v/7)3* mit v3* = d/(& - P)3. 
Abweichend von friiher gilt 
NKIK$~) = q2’, NW&~) = 7/33, NKI&~) = rli6 ti = 2, 3). 
Hiernach errechnet man 
Der Kiirper K gehort offenbar zur Klasse I, so dal3 [9, Satz 1’1 or, 
52 = t?rlz, 53 = e311i1 ein Grundeinheitensystem von K ist. Nun gilt 
f2 = +522, t3 = $5,“, e6 = {26<36, folglich erzeugen 5, , f3 und 46 eine 
Untergruppe vom Index 6. Jedoch bilden such t2, & und v& ein Grund- 
einheitensystem des Korpers. 
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